Helbert David Marimón Peña 


DEMOSTRACIÓN DE ALGUNAS PROPIEDADES TRIGONOMÉTRICAS 

INVERSAS 


Antes de comenzar con las demostraciones de algunas propiedades trigonométricas 
inversas, es importante conocer la reciprocidad de las funciones trigonométricas. Es decir, 
por ejemplo, que la función seno puede expresarse en términos de las demás funciones 
trigonométricas. Veamos: 



sin(x) 

cos(x) 

tan(x) 

cot(x) 

sec(x) 

csc(x) 

sin(x) 


yj 1 — COS 2 (x) 

tan(x) 

1 

y]sec 2 (x) — 1 

1 

-y/l + tan 2 (x) 

-y/l + cot 2 (x) 

sec(x) 

CSc(x) 

cos(x) 

yj 1 — sin 2 (x) 


1 

cot(x) 

1 

-y/ CSC 2 (x) — 1 

-y/l + tan 2 (x) 

-y/l + cot 2 (x) 

sec(x) 

csc(x) 

tan(x) 

sin(x) 

y] 1 — COS 2 (x) 


1 

cot(x) 

y]sec 2 (x) — 1 

1 



yjl — sin 2 (ye) 

cos(x) 

-y/ esc 2 (x) — 1 

cot(x) 

yjl — sin 2 (x) 

cos(x) 

1 


1 

a /c5C 2 (x) — 1 

sin(x) 

y] 1 — COS 2 (x) 

tan(x) 

y]sec 2 (x) — 1 

sec(x) 

1 

1 

^/l + tan 2 (x) 

-y/l + cot 2 (x) 


csc(x) 



yjl — sin 2 (x) 

cos(x) 

cot(x) 

y]csc 2 (x) — 1 

csc(x) 

1 

sin(x) 

1 

^/l + tan 2 (x) 

-y/l + cot 2 (x) 

sec(x) 




-y/l — cos 2 (x) 

tan(x) 

A /sec 2 (x) — 1 


Por ejemplo, si queremos saber cuál es la expresión de la función secante en términos de 
cosecante, sería: 


sec(x) = 


csc(x) 

a /csc 2 (x) — 1 


1)- Demostrar que: 


arctaniyí 3) = 


TC 

3 


Llamemos y — arctan{y¡3) y aplicamos tangente en ambos lados de la igualdad: 


tan(y) — tan{arctan{y[T)) 
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Es conocido que, 


tan(arctan(a )) = a 


Luego, 


tan(y) — V3 


Nos preguntamos ¿cuánto debe valer y, tal que, tan(y ) = V3? Revisando los ángulos 
notables, observamos que: 


Es decir, 


tan(60°) = V3 


y = 60° = 


TC 


Finalmente, 


TC 


arctan(V3 ) = —, Q.e.d. 


2)- Demostrar que: 


n 


arcsec{y¿) = - 


Llamemos y = arcsec(yj 2) y aplicamos secante en ambos lados de la igualdad: 


sec(y) = sec(arcsec(V2)) 


Es conocido que, 


sec(arcsec(a)) — a 


Luego, 


sec(y) = a/2 
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Nos preguntamos ¿cuánto debe valer y, tal que, sec(y) = V2? Revisando los ángulos 
notables, observamos que: 


sec(45°) = V2 


Es decir, 


n 


y — 45° = — 


Finalmente, 


3)- Demostrar que: 





arcsec(V2) = —, Q.e.d. 





arcsin(x') + arccos(x) — 


n 


Llamemos y = arcsin(x) + árceos (x) y aplicamos seno en ambos lados de la igualdad: 

sin(y ) = sin(arcsin(x ) + arccos(x )) 

Aplicamos suma de ángulos para la función seno, y nos queda que: 

sin(y ) = sin(arcsin(x)) cos(arccos(x)) + sin(arccos(x )) cos(arcs¿n(x )) 


Es conocido que: 


co5(arccos(x)) = x 


sin(arcsin(x )) — x y 

Luego, 

sin(y) — x.x + sin(arccos(x )) cos(arcsin(x )) 
Por un lado, escribimos la función seno en términos de coseno: 

sin(Á) — ypí^cosHÁ) , donde A — arccos(x ) 

Así, 
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sin(arccos(x )) = yjl — cos 2 (arccos(x )) = y/l — x 2 
Y por otro lado, escribimos la función coseno en términos de seno: 

cos(B ) = yjl — sin 2 (5) , donde B = arcsin(x ) 

Así, 

cos(arcsin(x )) = yjl — sin 2 (arcsin(x )) = yjl — x 2 

Por tanto, 

sin(y) — x.x + singar eco s(x)) cos(arcsin(x )) = x 2 + yjl — x 2 .yjl — x 2 — x 2 + (y/l — x 2 ) = 1 

sin(y) - 1 

Nos preguntamos ¿cuánto debe valer y, tal que, 5¿n(y) = 1? Revisando los ángulos 
notables, observamos que: 

s¿n(90°) = 1 


Es decir, 


n 

y = 90° = - 
^ 2 


Finalmente, 





n 

arcsin(x) + arccos(x) — 

Q.e.d. 


NOTA : Se pudo haber aplicado, en ambos lados de la igualdad, la función coseno y su 
suma de ángulos, resultando lo siguiente: 

cos(y) — cos(arcs¿n(x) + arccos(x)) 

cos(y ) = cos(arcs¿n(x )) cos(arccos(x )) — singarcsin(x)) sin(arecos (x)) 

cos(y ) = cos(arcs¿n(x )) .x — x. sin(arccos(x)) 
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COS (y) = Xy/l — x 2 — Xyjl — x 2 


eos (y) = 0 


Y nos preguntáramos ¿cuánto debe valer y, tal que, cos(y ) = 0? Revisando los ángulos 
notables, observamos que: 


Es decir, 


cos(90°) = 0 


n 


y — 90° = — 


Finalmente, 


n 


arcsin(x) + arccos(x) — Q. e. d. 

£ 


4)- Demostrar que: 


Es conocido que, 


/ . A/2\\ 5 

eos I 2 arcsin I — I I = — 


cos(2A) — 1 — 2 sin 2 (A), donde A — aresin 


V2> 


Luego, 


i, ■ 1 , • 2Í ■ /V2\\ 

eos 2 aresin —— =1 — 2 sin aresin —— =1 — 2 


(V2^ 

sin l aresin I — 




= 1 - 2 




/2\ 4 9-45 

= i - 2 (-) = i--=—=- 


Finalmente, 
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/„ . /V2> 

eos 2 arcsin —- 


5 

9' 


Q.e.d. 


5)- Demostrar que: 


tan(arcsin(x )) = 


x 


VI 3 


x ¿ 


Escribimos la función tangente en términos de seno, y nos queda: 

sin(Á) 

tan(A) — - - , donde A — arcsin(x) 

Vi -sin 2 (A) 


Luego, 


tan(arcsin(x )) = 


sin(arcsin(x )) x 


V1 — sin 2 (arcsin(x )) V1 — x 2 


Finalmente, 


tan(arcsin{x )) = 


V1 - x 2 ’ 


Q. e. d. 


6)- Demostrar que: 


t añilar ctanix)) 


2x 


1 — x z 


Es conocido que, 


2 tan(A) 

tanilA) — - -277v donde A = arctanix) 

-1- t CLiL V 


Luego, 


tan(2 arctanix )) = 


2 taniarctanix )) 2x 


1 — tan 2 iarctanix )) 1 — x 2 


Finalmente, 
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tan(2arctan(x)') — 


2x 


1-x 2 ’ 


Q. e. d 


7)- Demostrar que: 


sec(arctan(x )) = yjl + x 2 


Escribimos la función secante en términos de tangente, y nos queda: 


sec(Á) — yj 1 + tan 2 (i 4) , donde A — arctan(x) 


Luego, 


sec(arctan(x )) = y] 1 + tan 2 (arctan(x )) = y/l + x 2 


Finalmente, 


sec(arctan(x )) = ^1 + x 2 , Q. e. d. 


8)- Demostrar que: 


sin(arccsc(x )) = 


x 


Escribimos la función seno en términos de cosecante, y nos queda: 


sin(A) — 


csc(x) ' 


donde A — arccsc(x ) 


Luego, 


sin(arccsc(x )) = 


csc(arcc5c(x)) x 


Finalmente, 


sin(arccsc(x )) = —, Q.e.d. 
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9)- Demostrar que: 


csc(2 arcsec(x)) = 


x^ 


2Vx 2 - 1 


Por un lado, es conocido que: 


csc(2y4) = — 


sin(2Á) ’ 


donde A — arcsec(x) 


Por otro lado, conocemos que: 


sin(2A ) = 2sin(A ) cos04) 


Luego, 


csc(2A) — — 


sin(2A ) 2 sin(A) cos(A) 


Escribimos la función seno y coseno en términos de secante, y nos queda: 


sin(Á) — 


Jsec 2 (A) — 1 
secG4) 


eos 04) = 


sec(Á) 


Así, 


csc( 2A) = 


sec 2 (A ) 


Jsec 2 (A ) — 1 1 2y¡ sec 2 {Á) — 1 

sec 04) ' sec(A) 


Por tanto. 


csc(2 arcsec(x )) = 


sec 2 (arcsec(x )) x 2 


2 yj sec 2 (arcsec(x)) — 1 2 a / x 2 — 1 


Finalmente, 


csc(2 arcsecOO)) = 


2a/x 2 - 1' 


Q. e. d 
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10)- Demostrar que: 


arctan(A ) + arctan(B) — arctan 


Llamemos y — arctan(A ) + arctan(B) y aplicamos tangente en ambos lados de la 
igualdad: 


tan{y ) = tan(arctan(A ) + arctan(B)) 


Es conocido que: 


tan(a + b) — 


tan(a) + tan(b ) 

1 — tan(a) tan{b ) ’ 


donde a — arctan(A ) y b — arctan(B) 


Luego, 


tan(arctan(A ) + arctan(B )) = 


tan(arctan(A )) + tan(arctan(B )) 
1 — tan(arctan(A )) tan(arctan(B )) 


tan(arctan(Á) + arctan(B )) = 


4 + 5 
1-45 


Aplicamos arcotangente en ambos lados de la igualdad, nos queda: 


arctan(tan(arctan(A ) + arctan(B ))) = arctan 


Finalmente, 


arctan(A) + arctan(B) — arctanl 


4 + 5 


)■ 


Q. e. d. 


\1-ABj 

NOTA : Esta misma estrategia podría utilizarse para demostrar la igualdad: 



arctan(A) — arctan(B) = arctan 

( A ~ B ) 

{1 + abJ 


11)- Demostrar que: 


/ 1 + x 

arctan , 1 — arctan 


VI 3 




) — arctan ( , ) 

) VVl^2/ 


= arccos(x ) 
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Llamemos 


y = 2 


arctan 


( 1+ * ) 

'V1 — x 2 ' 


arctan 


x 


vvr 


X 


i)] 


y ( 1 + x 

— — arctan 


í 1 + x \ / x \ 

, — arctan , i 

Wl — x 2 ' Wl — x 2 ' 


Aplicamos tangente en ambos lados de la igualdad: 


tan (—) = tan f arctan ( , — arctan ( ) 

'•2/ V Wl^T 2 / Wi^r 2 /' 


Es conocido que, 


tan(a — b) — 


tan(a) — tan(ñ) _ / 1 + x 


1 + tan(a)tan(b) ’ 


/ i + x \ / x \ 

donde a = arctan , y = arctan . ¡ 

WT^T 2 ' vi^r 2 ' 


Luego, 


tan f—) — tan f arctan ( , ^ — arctan ( , \ 

\2) \ Wl^ 2 / vvt^2// 


tan f arctan ( } + X ^ — tan f arctan (- \ 

V Wl -x 2 // V Wl -x 2 // 


1 + x x 


1 + tan arctan 


(arctan ^ 


x 

1 + X 

Vi — X 2 


Vi — x 2 Vi — X 2 


tan í arctan 


x 


VT 


X- 


1 + 


X 


1 + X 


Vi — x 2 Vi — X 2 


1 + x — X 


vr 


x ¿ 


vr 


x ¿ 


vr 


x z 


vr 


x z 


1 — X 


1 + 


x(l+x) 1 — x 2 +x + x 2 


1 + X 


(VT^x 2 )' 


1 — X" 


(1 — x)(l + x) 1 — X 


VI 3 


x^ 


Por tanto, 


tan 


©- 


1 — x 


vr 


X" 


Elevamos ambos lados al cuadrado, 


-r* 


(1 -x) 2 


1 — X 


x 2 (1 — x)(l + x) 1 + x 
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También conocemos que, 


<y> 


’ 2 — tan 2 ) = 1, esto implica que, tan 2 ) = sec 2 


Luego, 


sec 2 (-)-! = 


1 — x 
1 + x' 


sec 


y\ 1 — x 


(fK 


+ X 


+1 = 


1 — X + 1 + X 


1 + X 


Por otro lado, conocemos que, 


sec 


(-)=— 
2 eos 2 


(!) 


Así, 


COS‘ 


(!) 1 


+ x 


Aplicamos el recíproco en ambos lados de la igualdad: 


COS‘ 


y\ 1 + x 


0 = 


Dado que, 


Nos queda, 


l + cos(2n) y 

cos z (a) — ---, donde a — — 


COS‘ 


(Y\ + cos f) 1 + cos{y ) 

V2/ ” 2 2 


De esta manera, tendremos que: 


1 + cos{y ) 1 + x 

2 2 ' 


1 + cos(y) = 1 + x, cos(y) — x, y — 


©- 1 


2 

1 + x 


arccos(x) 
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Recordemos que, 

Finalmente, 

2 arctan 


y — 2 



1 + X ^ 

Vi - X 2 ' 

— arctan (q= 

x ) 
- X 2/ 

= arccos(x), 

Q.e.d. 
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Ejercicios : 

Demostrar las siguientes igualdades: 


1 — x 


1) 2 arctanl |—— ] = arccos(x ) 




1 + x 


1 / x 2 — 4^ 

2) arctan{l + V*) + arctan(l — V*) = - árceos I —-—— 

2 \ x “I - 4 j 


3) arctan(l + .y|2x|) + arctan^l — j |2x|) = |arccot(x)| 


4) sec |árceos + árceos ^ 


5) n — 2 arcsin( 1) 


/_5_\\ _ _ 80 
13 /) ~~33 


6) ardan 




\ 


1 — eos (l\Jcsc 2 (nx 3 ') — cot 2 (nx 3 'f) 




1 + eos ^ 2 S Jsec 2 (7y/x ) — tan 2 {ly[x 


= tan 


© 


/ 
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